
 
 

Potencias de la unidad imaginaria 

Sea 𝑛 ∈ ℤ. Entonces, 

𝑖𝑛 = (−1)
⌊
𝑛

2
⌋
[1 − (𝑛 − 2 ⌊

𝑛

2
⌋) + (𝑛 − 2 ⌊

𝑛

2
⌋) 𝑖] 

Además, 

⌊
𝑛

2
⌋ =

2𝑛 − 1 + (−1)𝑛

4
 

Observación: 

⌊𝑥⌋ = max{𝑘 ∈ ℤ: 𝑘 ≤ 𝑥} 

Observación: 

1 − (−1)𝑛

2
= {

0, si 𝑛 es par
1, si 𝑛 es impar

 

Raíces de la unidad imaginaria 

Sea 𝑛 ∈ ℤ+. Si 𝑖 = (𝑎 + 𝑏𝑖)𝑛, con 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, entonces: 

{
 
 

 
 

∑ (−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘
)𝑎𝑛−2𝑘𝑏2𝑘 = 0

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑘=0

∑ (−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘 + 1
)𝑎𝑛−(2𝑘+1)𝑏2𝑘+1 = 1

⌊(𝑛−1) 2⁄ ⌋

𝑘=0

 

Es decir: 

 𝑏 ≠ 0. 

 𝑆𝑖 𝑎 ≠ 0, entonces, 

𝑎𝑛 =
1

∑ (−1)𝑘( 𝑛
2𝑘+1

) (
𝑏

𝑎
)
2𝑘+1⌊(𝑛−1) 2⁄ ⌋

𝑘=0

 

En donde: 

∑(−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘
)(
𝑏

𝑎
)
2𝑘

= 0

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑘=0

 

⊻       𝑎 = 0 si y solo si 𝑛 es impar y 𝑏 = (−1)
𝑛−1

2 . 

Observación: 

∑(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑎𝑛−𝑘𝑏𝑘 = (𝑎 + 𝑏)𝑛 

Raíces de la unidad real 

Sea 𝑛 ∈ ℤ+. Si 1 = (𝑎 + 𝑏𝑖)𝑛, con 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, entonces: 



 
 

{
 
 

 
 

∑ (−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘
)𝑎𝑛−2𝑘𝑏2𝑘 = 1

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑘=0

∑ (−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘 + 1
)𝑎𝑛−(2𝑘+1)𝑏2𝑘+1 = 0

⌊(𝑛−1) 2⁄ ⌋

𝑘=0

 

Es decir: 

 𝑎 ≠ 0. 

 Si 𝑏 ≠ 0, entonces, 

𝑎𝑛 =
1

∑ (−1)𝑘( 𝑛
2𝑘
) (

𝑏

𝑎
)
2𝑘

⌊𝑛 2⁄ ⌋
𝑘=0

 

En donde: 

∑ (−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘 + 1
) (
𝑏

𝑎
)
2𝑘

= 0

⌊(𝑛−1) 2⁄ ⌋

𝑘=0

 

⊻       𝑏 = 0 si y solo si 𝑎𝑛 = 1. 

Funciones trigonométricas para el múltiplo de un ángulo 

Ahora, teniendo en cuenta que: 

𝑑𝑛 cos 𝑥

𝑑𝑥𝑛
= (−1)

⌊
𝑛

2
⌋
[(1 − (𝑛 − 2 ⌊

𝑛

2
⌋)) cos 𝑥 − (𝑛 − 2 ⌊

𝑛

2
⌋) sin 𝑥] 

 
𝑑𝑛 sin 𝑥

𝑑𝑥𝑛
= (−1)

⌊
𝑛

2
⌋
[(𝑛 − 2 ⌊

𝑛

2
⌋) cos 𝑥 + (1 − (𝑛 − 2 ⌊

𝑛

2
⌋)) sin𝑥] 

Y mediante el uso de los polinomios de Taylor centrados en cero, se obtiene: 

cos 𝑥 = ∑(−1)
⌊
𝑛

2
⌋
(1 − (𝑛 − 2 ⌊

𝑛

2
⌋))

𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

              ∧              sin 𝑥 = ∑(−1)
⌊
𝑛

2
⌋
(𝑛 − 2 ⌊

𝑛

2
⌋)
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

En consecuencia,  

cos𝑥 + 𝑖 sin 𝑥 = 𝑒𝑥𝑖 

Luego, 

cos𝑛𝑥 + 𝑖 sin𝑛𝑥 = (cos 𝑥 + 𝑖 sin 𝑥)𝑛 =∑(
𝑛

𝑘
) (cos 𝑥)𝑛−𝑘

𝑛

𝑘=0

(𝑖 sin 𝑥)𝑘        (1) 

Coseno del múltiplo de un ángulo 

De la expresión (1): 

cos 𝑛𝑥 = ∑ (
𝑛

2𝑘
) (−1)𝑘(cos 𝑥)𝑛−2𝑘(sin 𝑥)2𝑘

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑘=0

 



 
 

              = ∑ (
𝑛

2𝑘
) [∑(

𝑘

𝑝
)

𝑘

𝑝=0

(−1)𝑝(cos𝑥)𝑛−2𝑝]

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑘=0

 

                              = ∑ (∑ (
𝑛

2𝑝
) (
𝑝

𝑘
)

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑝=𝑘

)(−1)𝑘(cos 𝑥)𝑛−2𝑘
⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑘=0

     (2) 

Observación: 

∑𝑎𝑘 (∑𝑏𝑝𝑐𝑝,𝑘

𝑘

𝑝=0

)

𝑛

𝑘=0

=∑(∑𝑎𝑝𝑐𝑘,𝑝

𝑛

𝑝=𝑘

)𝑏𝑘

𝑛

𝑘=0

 

Por otro lado, 

∑(
𝑚

𝑛
) cos𝑛𝑥

𝑚

𝑛=0

= (2 cos
𝑥

2
)
𝑚

cos𝑚
𝑥

2
 

Y, 

∑cos𝑛𝑥

𝑚

𝑛=0

=
cos𝑚

𝑥

2

sin
𝑥

2

sin(𝑚 + 1)
𝑥

2
        (3) 

Considerando (2), 

cos𝑛𝑥 = (cos 𝑥)𝑛  ∑ (
𝑛

2𝑝
) +

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑝=0

∑ (∑ (
𝑛

2𝑝
) (
𝑝

𝑘
)

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑝=𝑘

)

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑘=1

(−1)𝑘(cos 𝑥)𝑛−2𝑘 

Por consiguiente, 

(cos 𝑥)𝑛 =
1

2𝑛−1
[cos𝑛𝑥 − ∑ (∑ (

𝑛

2𝑝
) (
𝑝

𝑘
)

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑝=𝑘

)

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑘=1

(−1)𝑘(cos 𝑥)𝑛−2𝑘] 

Ahora, usando (3) se obtiene: 

∑(cos𝑚𝑥)𝑛 =
1

2𝑛−1
[∑ cos𝑛𝑚𝑥

𝑞

𝑚=0

− ∑ ∑(−1)𝑘 (∑ (
𝑛

2𝑝
) (
𝑝

𝑘
)

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑝=𝑘

)

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑘=1

(cos𝑚𝑥)𝑛−2𝑘

𝑞

𝑚=0

]

𝑞

𝑚=0

 

                                                           =
1

2𝑛−1
{
cos 𝑞𝑛

𝑥

2

sin 𝑛
𝑥

2

sin(𝑞 + 1)𝑛
𝑥

2
− ∑ (−1)𝑘 (∑ (

𝑛

2𝑝
) (
𝑝

𝑘
)

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑝=𝑘

)

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑘=1

[∑(cos𝑚𝑥)𝑛−2𝑘

𝑞

𝑚=0

]}    (∗) 

Observación: 

∑ (∑𝑎𝑘𝑏𝑚,𝑘

𝑛

𝑘=1

)

𝑞

𝑚=0

= ∑𝑎𝑘 (∑ 𝑏𝑚,𝑘

𝑞

𝑚=0

)

𝑛

𝑘=1

  

Por otro lado, si 𝑦 ∈ ℝ, 

∑ 𝑦𝑛 cos 𝑛𝑥

𝑚−1

𝑛=0

=
1 − 𝑦 cos 𝑥 − 𝑦𝑚 cos𝑚𝑥 + 𝑦𝑚+1 cos(𝑚 − 1)𝑥

1 − 2𝑦 cos 𝑥 + 𝑦2
 

Si |𝑦| < 1, lim𝑚→∞ 𝑦
𝑚 = 0, así que: 



 
 

∑𝑦𝑛 cos𝑛𝑥

∞

𝑛=0

=
1 − 𝑦 cos 𝑥

1 − 2𝑦 cos 𝑥 + 𝑦2
 

Seno del múltiplo de un ángulo 

De la expresión (1): 
 

sin 𝑛𝑥 = ∑ (−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘 + 1
) (cos 𝑥)𝑛−(2𝑘+1)(sin 𝑥)2𝑘+1

⌊(𝑛−1) 2⁄ ⌋

𝑘=0

 

En particular, 

sin(2𝑛 + 1)𝑥 = ∑(
2𝑛 + 1

2𝑘 + 1
) [∑(−1)𝑝 (

𝑛 − 𝑘

𝑛 − 𝑝
)

𝑛

𝑝=𝑘

(sin 𝑥)2𝑝+1]

𝑛

𝑘=0

 

                         = ∑ (
2𝑛 + 1

2𝑘 + 1
) [∑(−1)𝑝 (

𝑛 − 𝑘

𝑛 − 𝑝
)

𝑛

𝑝=𝑘

(sin 𝑥)2𝑝+1]

𝑛

𝑘=0

 

                                      = ∑(∑(
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)

𝑛

𝑘=0

(−1)𝑘(sin 𝑥)2𝑘+1      (4) 

Observación: 

∑𝑎𝑘 (∑𝑏𝑝𝑐𝑝,𝑘

𝑛

𝑝=𝑘

)

𝑛

𝑘=0

=∑(∑𝑎𝑝𝑐𝑘,𝑝

𝑘

𝑝=0

)𝑏𝑘

𝑛

𝑘=0

 

Haciendo 𝑥 =
𝜋

2𝑛+1
, se obtiene: 

∑(∑(
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)

𝑛

𝑘=0

(−1)𝑘 (sin
𝜋

2𝑛 + 1
)
2𝑘

= 0 

Para 𝑛 = 2, se obtiene la expresión 16 (sin
𝜋

5
)
4
− 20(sin

𝜋

5
)
2
+ 5 = 0. Puesto que sin

𝜋

6
< sin

𝜋

5
< sin

𝜋

4
, entonces, 

sin
𝜋

5
=
1

2
√5 − √5

2
 

Por otro lado, 

∑(
𝑚

𝑛
) sin𝑛𝑥

𝑚

𝑛=0

= (2 cos
𝑥

2
)
𝑚

sin𝑚
𝑥

2
 

Y, 

∑sin𝑛𝑥

𝑚

𝑛=0

=
sin𝑚

𝑥

2

sin
𝑥

2

sin(𝑚 + 1)
𝑥

2
         (5) 

Considerando (4), 



 
 

sin(2𝑛 + 1)𝑥 = (−1)𝑛(sin 𝑥)2𝑛+1  ∑(
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) +

𝑛

𝑝=0

∑(∑(
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)

𝑛−1

𝑘=0

(−1)𝑘(sin 𝑥)2𝑘+1 

Por consiguiente, 

(sin 𝑥)2𝑛+1 =
(−1)𝑛

(2)2𝑛
[sin(2𝑛 + 1)𝑥 −∑(∑(

2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)

𝑛−1

𝑘=0

(−1)𝑘(sin 𝑥)2𝑘+1] 

Ahora, usando (5) se obtiene: 

∑(sin𝑚𝑥)2𝑛+1 =
(−1)𝑛

(2)2𝑛
{∑ sin(2𝑛 + 1)𝑚𝑥

𝑞

𝑚=0

− ∑ [∑(∑(
2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

) (−1)𝑘(sin𝑚𝑥)2𝑘+1
𝑛−1

𝑘=0

]

𝑞

𝑚=0

}

𝑞

𝑚=0

 

                             =
(−1)𝑛

(2)2𝑛
{
sin 𝑞(2𝑛 + 1)

𝑥

2

sin(2𝑛 + 1)
𝑥

2

sin(𝑞 + 1)(2𝑛 + 1)
𝑥

2
−∑(−1)𝑘 (∑(

2𝑛 + 1

2𝑝 + 1
) (
𝑛 − 𝑝

𝑛 − 𝑘
)

𝑘

𝑝=0

)(∑(sin𝑚𝑥)2𝑘+1

𝑞

𝑚=0

)

𝑛−1

𝑘=0

}    (∗∗) 

Observación: 

∑ (∑𝑎𝑘𝑏𝑚,𝑘

𝑛

𝑘=0

)

𝑞

𝑚=0

= ∑𝑎𝑘 (∑ 𝑏𝑚,𝑘

𝑞

𝑚=0

)  ∧   𝑏0,𝑘 = 0

𝑛

𝑘=0

 

Por otro lado, si 𝑦 ∈ ℝ, 

∑ 𝑦𝑛 sin𝑛𝑥

𝑚−1

𝑛=0

=
𝑦 sin𝑥 − 𝑦𝑚 sin𝑚𝑥 + 𝑦𝑚+1 sin(𝑚 − 1)𝑥

1 − 2𝑦 cos 𝑥 + 𝑦2
 

Si |𝑦| < 1, lim𝑚→∞ 𝑦
𝑚 = 0, así que: 

∑𝑦𝑛 sin𝑛𝑥

∞

𝑛=0

=
𝑦 sin 𝑥

1 − 2𝑦 cos𝑥 + 𝑦2
 

Tangente del múltiplo de un ángulo 

Sea 𝑛 ∈ ℤ+. Si 𝑝 + 𝑞𝑖 = (𝑎 + 𝑏𝑖)𝑛, con 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, entonces: 

{
 
 

 
 

𝑎𝑛 ∑(−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘
) (
𝑏

𝑎
)
2𝑘

⌊𝑛 2⁄ ⌋

𝑘=0

= 𝑝

𝑎𝑛 ∑ (−1)𝑘 (
𝑛

2𝑘 + 1
) (
𝑏

𝑎
)
2𝑘+1

⌊(𝑛−1) 2⁄ ⌋

𝑘=0

= 𝑞

 

En consecuencia, 

tan(𝑛𝑥) =
∑ (−1)𝑘( 𝑛

2𝑘+1
)(tan 𝑥)2𝑘+1

⌊(𝑛−1) 2⁄ ⌋
𝑘=0

∑ (−1)𝑘( 𝑛
2𝑘
)(tan 𝑥)2𝑘

⌊𝑛 2⁄ ⌋
𝑘=0

 

Observación: Se considera el teorema de Moivre, para obtener las 𝑛 raíces de un número complejo: 

[𝑟(𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛 𝑥)]
1

𝑛 = 𝑟
1

𝑛 (𝑐𝑜𝑠
𝑥 + 2𝜋𝑘

𝑛
+ 𝑖 𝑠𝑖𝑛

𝑥 + 2𝜋𝑘

𝑛
) , donde 𝑘 ∈ {0,1,2, … , 𝑛 − 1} 



 
 

Serie finita de potencias 

Sea 𝑝 ∈ ℤ+. 

𝑆𝑛,𝑝 =∑𝑘𝑝𝑟𝑘
𝑛

𝑘=1

 

Entonces, 

𝑆𝑛,𝑝 − 𝑟𝑆𝑛,𝑝 =∑𝑘𝑝𝑟𝑘
𝑛

𝑘=1

−∑𝑘𝑝𝑟𝑘+1
𝑛

𝑘=1

 

 (1 − 𝑟)𝑆𝑛,𝑝 =∑𝑘𝑝𝑟𝑘
𝑛

𝑘=1

− (∑𝑘𝑝𝑟𝑘+1
𝑛−1

𝑘=1

+ (𝑛 − 1)𝑝𝑟𝑛) = ∑𝑘𝑝𝑟𝑘
𝑛

𝑘=1

− (∑(𝑘 − 1)𝑝𝑟𝑘
𝑛

𝑘=2

+ (𝑛 − 1)𝑝𝑟𝑛) 

                       = (∑𝑘𝑝𝑟𝑘
𝑛

𝑘=1

−∑(𝑘 − 1)𝑝𝑟𝑘
𝑛

𝑘=1

) − (𝑛 − 1)𝑝𝑟𝑛 =∑[𝑘𝑝 − (𝑘 − 1)𝑝]

𝑛

𝑘=1

𝑟𝑘 − (𝑛 − 1)𝑝𝑟𝑛 

                       = ∑(∑(−1)𝑖+1 (
𝑝

𝑖
) 𝑘𝑝−𝑖

𝑝

𝑖=0

)𝑟𝑘
𝑛

𝑘=1

− (𝑛 − 1)𝑝𝑟𝑛 =∑(−1)𝑖+1 (
𝑝

𝑖
) (∑𝑘𝑝−𝑖𝑟𝑘

𝑛

𝑘=1

)

𝑝

𝑖=1

− (𝑛 − 1)𝑝𝑟𝑛 

Por consiguiente, 

𝑆𝑛,𝑝 =
1

1 − 𝑟
[∑(−1)𝑖+1 (

𝑝

𝑖
) 𝑆𝑛,𝑝−𝑖

𝑝

𝑖=1

− (𝑛 − 1)𝑝𝑟𝑛] 

En donde, 

𝑆𝑛,0 = 𝑟
1 − 𝑟𝑛

1 − 𝑟
 


